Leggi di De Morgan: Sia A, C Q famiglia di

sottoinsiemi di £

(UaAa)® = NaAS, (Nada)® = UaAS

Funzione misurabile: Dati (22, A) e (F,F), una

funzione X : (Q, A) — (F,F) & detta

misurabile/variabile aleatoria se:

(XeB)e AVBeF

Relazioni controi

o complementazioni
X1(BO) = (X~1(B)“
XY UaBa) = Ua X~ 1(Ba)
X7HNaBa) = NaX~!(Ba)

Probabilita di un intervallo:

i-unioni, i joni

P((x,y]) = F(y) — F(x)
P([z,y]) = F(y) — F(z™)
P((z,y)) = F(y~) — F(x)
P(lz,y)) = F(y™) = F(z™)
P({a}) = F(z) = F(z7)
Quantile di ordine a:
P(X < qa) > —
P(X2a021-a
{ (X<qa)2 — {Fx(qn)za
P(X <qa) < Fx(qz) < a

Definizione hmsup, liminf:
liminf X = limp s 4 o0 (infrmsn Xm)
limsup Xy, = limy— 400 (supm>n Xm)

Spazi L Si ricorda che L' e L? sono spazi

vettoriali.

X:Q—> Rvareale € L' < E[X]€R
z€ L' < |z|€ L’
X,YeLPeX =Y qc. <= [X]=

Cauchy-Schwarz:

X,Y € L? = E[XY]| < EXZE[YZ]
X el? = E[X]? <E[X?]

Disuguaglianza di Markov:

X vareale = P(|X|>a) <

Disuguaglianza di Chebychev:

X € L% vareale = P(lz—p| >a) < La;z(i)

Lemma di Fatou: Siano le va X, e Y tali che

Xn>Y qc, Y € L. Allora

E [liminf, X,] < liminf, E[Xp]

Tasso di fallimento: (¢ > 0)
hx (t) — hmgq(ﬁ P(t<X<t5+5|X>t)

— _fe(t)
hx(t) = =5 @
Valore atteso e momenti

Y]erLr

EH

Va >0

Valore atteso: E[A(X)] = [, h(X(w))I(dw) =
Jo MX (w))P(dw) = jk h(z)PX (dz) =
Jo h(@) fx (2)d
Nel caso discreto: E[h(x)] = 3=, h(xk)pr
Varianza e covarianza;

Var(X) = 0% =E [X?] - E[X]?

Cov(X,Y) = oxy = E[XY] — E[X]E[Y]

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y’
Var(aX +b) = a® Var X

Cov(a, X) =0

Cov(aX +bY,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z)
Cov(X,Y) = poxoy

) +2Cov(X,Y)

Coefficiente di correlazione lineare:
Cov(X,Y)

P Var(X) Var(¥)
Trasformazioni affini:
E[Y] = AE[X] + b,
Var[Y] = A Var[X]AT =
Vettori aleatori
Sia X vettore aleatorio:
E[h(X)] = [o M(X)dP = [5n h(z)dPX

_ X iesh(@)p(z) X & discreto

" Jan (@) f(z)dz X & continuo

Per calcolare la funzione di ripartizione di una
variabile specifica:

Continuo: fr(xy) =

[ f(@1,...,n)dzy ... deg_1dagyr ... dan
(integrale su tutte le componenti che non ci
interessano, ovvero tutte tranne xj)

Discreto: gli integrali diventano sommatorie.
X & un vea continuo se C' ¢ invertibile.
Trasformazione vea continuo: Caso R:

Y =g(X) & y=g(z)~z=h(y)

= fr() = fx(z=h)) W)

Dato Y = AX + b,

Cy = ACx AT

2. Sx =Im(C)+p = Col(C) + p = [Ker

(7)== {2
)=+ ()=t
Jh:(duhl dvhl) ?”)

Ouha  Oyha

(
o () =+(2)

Vettori aleatori gaussiani

Dato X = (X1,...,Xn) ~ N(u,C) dove

1 ERM,C €R™ ™ C >0, vale che X & un
vettore gaussiano ((-|-) & il prod. scalare) <=
Cx, @) = exp {i (ulpt) — & (uiCu)}
(a|X) ~N VaeR®

Quindi fx (x) =

Varae Pz (xmHoT
1. Xy ~ N(pg, Crr)

= fuv(u,v) =

-m)}

Proprieta:

3. X Continuo <= det(C) #0 <= C>0
4. X; 1L X; <= Cov(X;, X;) =0
5. Xi ~N == X ~ N, solo se sono anche L
Trasformazioni affini: .

Y =AX +b, Y ~N (Au+b, ACAT)

X ~ N (px, ai). Y ~ N(My (72)

aX +bY ~ N(apx +bpy,a?0% + b0+

+2aboxy)

3( + b20')2, +2aboxy >0

Caso bidimensional N
L (Bl ety ™))
Cov(X,Y) o3
©x,v) (u,v) = exp{i(uxu+ pyv)
—% (u?0% + 20xyuv +v20)}
In questo caso la proprieta (3) pud anche essere
espressa come:

Da verificare: a’c"

X ox >0
{Y} Cont. <= detC #0 <= (oy >0
lpx,y| <1
_ 1 1
Tox (o) = gt exv { - gk
(z—px)? E—px)y=—py) | W=my)?*
{ % 2 XY * 22 }}

Funzioni caratterlstlche

Funzione complessa in corrispondenza biunivoca
con la legge, la quale ¢ da essa caratterizzata.

ox (u) = HulX) pX (o) = B [ezm\x)} _

e
(i (el X) gp / T o (2)d
/QL ) fx(z)dz

Funzlone caratteristica e momenti:
am

mb 0) = 1"E[Xk1 -+ Xim]
E[Xk] = 7 auA

_9%9(0 92p(0
Bx}) = -2, BIX ] = - Fe
E(X) = () eox o) _,

Funzione generatrice dei momenti:
k

max () =E(eX) = E(X*) = Lemx ()]
Trasformazioni affini e indip:
Y = AX +b = ¢y (u) = ey (ATu)
X LY = oxiv(u) =ox(u) oy (u)
Xi L= ox,,..x,(u,. n) = [Tex; (ui)
Prob. e leggi condizionate
Probabilita Pc,(()zndBizionata:

P(A|B) = £GE

P(4) =X, P(ANE,) =

32, P(A|ER)P(En)

Formula di Bayes:

~ _PlAlEyP(Ey)
P(B|A) = oot

Leggi condizionate:

YIX =~ fyx (o)

Fox ) (@ y) = fvix) (s @) - fx (@)

EY|X =] =m(2) = [g, ufyx(y,2)dy
Var(Y|X = z) = ¢*(z) =
Jsy (= m(@)* fy|x (v, 2)dy
Nel caso di va discrete ¢ sufficiente sostituire P
ad f e svolgere gli integrali come sommatorie.
Valore atteso condizionato: Se Y € L' allora

E[Y] = E[E[Y]X]]

(ON*F+n

Varianza condizionata:
Var(Y|X) = E [Y2|X] - E[Y|X]?
Var(Y) = Var(E[Y|X]) + E[Var(Y|X)]
Vettori Gaussiani condizionati 2-dim:

X ~N(px,ox), Y ~N(py,oy)

X X o2 /Jrrxrry})
{Y} NN({MJ,LMX);Y o2
Seox =0 = X ~N(ux,0) =6y
= P(X =px)=1
= Y|X = MXNY N (ny,0%)
Seox >0 = Y|X =s~ N (m(s),q?)

Cov(X,Y)
Hy + 7\(}; = (s —px)

=py +pT5(s — px)

Cov(X,Y)?
= Var(Y) — %(X))

m(s) =

=0y (1-9%)
Vettori Gaussiani condizionati n-dim:

X ~ N(px,Cx) n-dim

Y ~ N(py,Cy) m-dim

(1T o)

Y uyl’lCyx  Cy

Cxy = Cov(X,,Y;) € Rxm

Cyx = CLy = Cov(Y;, X;) € Rm*n

det(Cx) >0 = Y|X =5~ N(m(s),Q)

m(k) =E[Y|X =K = py + CyxCx' (k- px)
Q=Var(Y|X =k) =Cy — CyxCx'Cxy
= (Y|X = k) ~ N(m(k),Q)
Distribuzioni

Delta di Dirac (6,)
PX =) =1 plu) = e
Continua uniforme (U(a, )
1(@) = el (@)
E[X] = “T“‘ Var[X] =
ath,
p(u) =€z sm( 3
con —oo < a<b< +oo.
Bernoulli (Be(p)) Misura lesito di un
esperimento vero-falso. Supporto: {0,1}
Be(p) <= ¢x(u) =pe™ +1—p, conpe0,1]
E[X] = p, Var[X] = p(1 —p)

‘(I) ==

Binomiale (Bi(n,p)) Somma di n Be(p).
Supporto: {0,1,2,...}

px(k) = ()p*A -7 F, (}) = k!(sik)!

E[X] = np, Var[X] = np(1 - p)

Bi(n,p) <= ¢(u) = (pe™ +1—p)",

conp€[0,1]] eneN.
Geometrica (G(p)) Numero di fallimenti prima
di un successo in un processo di Bernoulli. Priva
di memoria. Supporto: {1,2,3...}

px (k) =p(1—p)*!

Fk)=P(X <k)=1-P(X>k+1)
=1-(1—p)*
EX] = L, Var[x] = 152

peit
=k =p1-p*
Ipergeometrica (H(n,h,r)) Descrive
I’estrazione senza reimmissione di palline da
un’urna con n palline di cui h del tipo X e n —h
del tipo Y. La probabilita di ottenere k palline
del tipo X estraendone r dall’urna &

W)
px (k) = T)k
per max{0,h +r —n} < k < min{r,h}

E[X] = 2, Var[X] = 7’1(""2’;)'(3 r)

Poisson (P(\)) Legge degli eventi rari. Limite
delle distribuzioni binomiali con A = np.
Supporto: {0,1,2,...}
px (k) = e’)‘A , ]E[X] =, Var[X] =2
P(A),A>0 <:> o(u )7exp{)\ -1)}
Normale (N (u,0%))

@) = Zi= o {545}
E[X] = p, Var[X] =02, E [(X -

G(p) = o(u) =

Geometrica traslata: P(W

Fl@)=P(X <a)=P (X2 <
=P(z<528) =0 (2x)
con Z = X2 ~N(0,1)

N (p,0%) <= p(u) = exp {iuu - ézﬂ}
my (t) = exp {ut + ";ﬂ}

0 dispari
G
(p—D!" ppari
ma oP si pud anche scalare fuori. Per k > 0 vale
X ~N(0,02) = E[e *kX2]—(1 +2k02) 1/2
E(X) = VZoep{— 45} + ull - 20(- )]
= lim (Xn ~ N(um 71)) N (lim g, llmo?t)

Lognormale (log N (1, 0%)), X = eV

N (Inz—p)

flx) = ﬁcxp{ 7,}]1(0 +o0)

F(z) =@, g)(lnz) )

E[X] = ette /2 Var[X] = e2uta’ ( 77— 1)
Chi-quadro (x*(k)) Somma di k normali
standard N(0,1) al quadrato.

J(z) = 72k/z;(k/2)1’“/27167’/2[(0430)

]E[X] =k, Var[X] =2k

X (n 2) |

Boxtm) ~ (B, )

X2(k) = o(u) = (1 — 2iu) /2
T di Student (T(n))

’I*Z/\/ ,Z~N(0,1),Q ~x*(n),Z 1L Q

m )
f(z)= ﬁ . %ﬁ»l
r(§)van (re2)"F

E[T] =0 se n > 1 oppure indefinito.
Var(T') = 5 se n > 2 oppure indefinita.
Esponenziale (£()\)) Durata di vita di un
fenomeno. Priva di memor la A>0

fx) = Ae™ /\rl((]+ao)(1) (x) =1—eA"

E[X"] = &%, Var[X] = )\T

EQ) = v(u> peri
Gamma (I'(ov, A)) Somma di va indipendenti
con dist. esponenzlale A>0,a>0

f(z) = »Tﬂw +o0)(®)

* ~ :
Fo) = (1-Tpog et O ) = 2o

con x € [0,400) e «a intero.
[(a) = [5° @ a—le=edy

T(a+1)=al'(a) I(n+1)=n!

T(1)=1 T (§)=vr EX]=% Var[X]=
28D (5, 4) = x20)

E[X*] = alat+1). (L\H 1

conk € Z,a+k > 0
¢>0,X ~T(e,)) = Y =cX ~T(a,2)
— (2@
T(a,X) <= p(u) = (m)
Weibull (W (X, k)
A>0,k>0
f@) = feakle= /N 1 (@)
x\k

Fz) = (3" E[x]= 2T (4)

VarlX] = 35 [2kT (3) -T2 (1))
Imponendo k =1 & un’esponenziale.
Cauchy (C(z0,v)) v >0,z0 €R

2
z) = L o

J@) =35 (o=

F(z) = % arctan (z 10) + 1

Clzo,7) <= p(u) = o ol
La distribuzione di Cauchy non ha né valore
atteso né varianza, ~ t(1)

Convergenza di VA
Convergenza monotona: Siano le va X, ¢ X
tali che 0 < X, < 400, X, T X qc, allora:
E[X,] & E[X], ciot E [limy, X,] = lim,, E[X,]
Convergenza dominata: Siano le va reale
X, X, Y tali che X, 2% X, [X,| <Y qc
n,Y € lll, allora:
Xn € £1, X € £1,E[X,] 5 E[X]
Certa: Simile ad una convergenza puntuale,
Xpn = X YweQ
Quasi certa: P (X, — X) =1 ovvero

= (Xn = X) € AeP(A) = 1. Questo significa
che la conv. vale a meno di insiemi di misura
nulla.

r

Negli spazi L”: X, — X se
Xn€LPVn, X € L? e E[|X,, — X|P] - 0
ie If X, — X|| = 0 dove [[U] e = [E(U[P)/
Datop > ¢ > 1, conv. in LP = conv. in L9.
Convergono i momenti

E[1Xn 7] 25 E[1X7)

Quindi per p=1 e p = 2 vale che:
E[Xn] — E[X], Var(X,) — Var(X)

Probabilita: X, 1} X se

Ve > 0P(|Xn — X|>e) =0

Esiste una sottosuccessione di X, che converge
qc a X. Se X appartiene a LP ed & possibile
trovare una Y tale che \X,L\ <Y allora questa
converge anche in LP.

Debole: Siano P, e P prob su (R, B). Allora
P 225 P se foh dPp — fp h dP Vh € Cy(R)

In legge o distribuzione: X, -5 X se

PpXn b px

Slutsky: X, L= X, 5e

Criteri conv. in legge: Discreto:

S =Sx USx, [con S CN, non denso],
P(Xn=35)>P(X=s)Vs€S = X, 5 X.
Se S C Z o S finito, vale anche opposto.
Continuo: fn LN = Xn i) X

<= Fu(t) = F(t) Vt € S dove F & cont.

Levy (corollario): X, L5 X ©x, —PX
Xn conv. in £ <= ¢x, (u) > ox(u) e px &
cont. in 0.

tra le co &

a<p ttosuce
S ——p '

N,

Proprieta: Se X,, > X eY,, = Y, allora a
seconda della convergenza possono valere alcune
o tutte le seguenti proprieta:

1. aX, = aX (qc,LP,P, L)

h(Xn) = h(X) (qc, P, £)

Xn+Yn = X+Y (qc, LP,P)

XnYn — XY (qc,P)

Y, Yo #0Vw = X2 - £ (qc,P)

Se Y converge a una costante in legge valgono
anche la 3, 4 e 5 (teorema di Slutsky)

LGN: Dati X, € L! iid e neER, allora

G wN

ElXa] = = Xn L5 pe X, £y
TCL: Dati X,, € L? iid,
p=E[Xn] 2= Var(Xy,) >0, allora:
~ L
Fn-w/ () & N0
Velocita di convergenza: X, converge verso a
con vel. vy se: vp(Xn —a) N o
Asintotica normalita: Se 7'~ N(0,q), con
¢ > 0 allora: X, ~ AN (a,q/v2)
Metodo Delta 1: Sia Xn <5 Ay, %)
Seg:R—R,g€CH(R), g (n) #0

-1 2
= 9(Xn) = N(g(w), %9’ (0)]?)
Risultati notevoli
lia Xn=2150 1 Xk
.E[Xn] =p Vn (correttezza)

Media campionaria:

—

a

— — 2

2. Var(X,) = 72 250 (ovvero Xn ~ 1)
3. X, 25 1 per la LGN (consistenza)
I £, N(0,1) per il TCL.
Varianza campionaria:
S'r21 = ﬁ EZ':l(Xk' - Xn)2
1.E [52] =02 Vn (corretto)
3.52 %% 2 (consistente)
4. (82— 0%) /(2452 5 N(0,1)
ovvero S2 ~ AN <o2, ““"7‘74
dove g =E [(Xn - /1,)4] # ot
Prodotto di convoluzione:

Z=X+Y, PZ=PXxPY

fz(2) = (fx * fy)(2) = [ [x(z =) fy (t)dt
Caso discreto:

U=X+Y =k)=py(k)=
SF_P(X =hY =k—h)

Somma di distribuzioni: Bernoulliane:

X1,...,Xn ~ Be(p) indip.
= X1+ -+ Xn ~ Bi(n,p)

Binomiali: X1 ~ Bi(ni,p), X2 ~ Bi(n2,p) indip.
= X1+ X2 ~ Bi(n1 +n2,p)
Gaussiane: X1, ..., Xn ~N(0,1) indip.

= X1+ -+ Xn ~N(0,n)

= XZ+-+ X2 ~x%(n)
Esponenziali: X1,..., Xn ~ E(X) indip.
= X1+ +Xpn ~T(n, )

Gamma: X ~T(a, ), Y ~ (8, ) indip.
= X+Y ~T(a+8,X)

Poisson: X ~P(Ax), Y ~ P(Ay) indip.
= X +Y ~POx +Ay)

(per sicurezza)

ot - 1l i<

Serie:

Yokt = ﬁ» lal <1
1-
S pdk =150 <1
k
e 711mn4+w( ) =200 &
)

_ alrn@nty

6
=In(L), 2| <L z#£1
"ar=0bi = (a+ b)"

Recap from SDE
Fiy...,Fn C F are Il o-algebras <=
VA; € Fi P(NIn,Ai) =T17, P(Ai)
X1,...,Xn of (E;,&;) valued rvs are 1l <=
VB €& P(i(X: € B)) - [, P((X, € B)
Now passing to gaussians:
Px(§) =9y () VEER(rR") <= X ~Y
XvaN < ¢x(u) = eliun— =
X vea N <= ¢x(u) = e[““ =3 (Euw]
(1) X ~ N (i, 2) and X ~ N (p,0%) =
g(X) = AX + b~ N(Ap + b, ASAT)
9(X) = az + b~ N(ap+ b,a’0?)
(2) X is a gaussian n-dim rvec ==
every linear comb or transf of its
component is a A/ rv or rvec
(3) X IL Y rv or rvec =
(X,Y) is a gaussian rvec
(4) L through Cov holds only in N rvec
Morale: tutte le belle proprieta si hanno con
vettori gaussiani.

Strumentopoli misteriosi
X va positiva e continua:
E[X] = [;F*(1 - F(2))dz = ["® P(X > k)dz
nel caso discreto vale E[X] = 320 P(X > k)
va indip. <= fattorizzano: densita, ¢, E
Se (X1, X2) indip. = Cov(X1,X2)=0
Ricondursi ai punti precedenti, usare
trasformazioni
Funzione di rlpartlzione
Fuax(t) = [T F(t

Froin(t) =1 - H(l - F(1)
Campioni gaussiani X ... X, iid
Xip~ N (1,02), pER, 02> 0:
1. Xn ~N(u, o?/n)
2.2~ —X n—1)
3. X, 1L S?

4. X“i;/';/wt(n—l)

Convergenza integrali
/ b 1 _, Jconvergese p< 1
o (@—a)P diverge se p>1

e 1 converge se 1
/ L _, [eonvergese p>
ag(0.1) TP diverge se p <1

{a <1 WheR
converge
a

a>1 1 =1 b>1
- =
o x%|lnzl® . a>1 VbeR
diverge
a=1 b<1
a>1 YbeR
conerge
! la=1 b>1
T =
a>1 z%(Inz)b . a<l VbeR
diverge
a=1 b<1

/°>] 1 converge se p <1
= !
1 (Inz)P diverge se p > 1

0 g2
c d) T detA\-c a
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